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大 学 入 試 研 究 委 員 会

本研究委員会は、６名の研究委員で構成されています。

継続的な研究から発展的な研究まで各分野に分かれ努力を

続けてきました。本年度の研究一覧は以下のとおりです。

大学入試センター試験に関してのアンケートにつきまし

ては、県下の受験生や先生方の御協力をいただき、本年度

も集計・分析を終え報告する運びとなりました。ありがと

うございました。

先生方の御意見・御指導をいただき、今後の研究活動に

、 。生かしていきたいと思いますので よろしくお願いします

１ 国公立大学の数学Ⅲの入試問題について

－平均値の定理を用いた問題から－

愛媛県立新居浜西高等学校 松田 智也

２ 国公立大学入試問題の研究

－ＡＯ・推薦入試の問題から－

愛媛県立三島高等学校 五味 稔

３ 平成 年度愛媛大学入試問題（数学）の研究22
愛媛県立松山南高等学校 近藤 弘法

４ 平成 年度大学入試センター試験アンケートの分析22
愛媛県立松山東高等学校 浦田 雄一

愛媛県立西条高等学校 真田 幸治

愛媛県立今治北高等学校 兵頭 道淳

国公立大学の数学Ⅲの入試問題について
－平均値の定理を用いた問題から－

愛媛県立新居浜西高等学校 松田 智也

１　はじめに

　数学Ⅲの学習内容は理系の生徒にとっては主要な受験科

目であり，大学数学を学ぶために通らなければならない関

門の一つである．その中で，平均値の定理を用いた受験問

題に着目してみた．受験問題で扱われる頻度が少ないため

守備範囲の狭い受験生にとっては難問になるようである．

 平均値の定理

　閉区間 4 5a,  b  で連続，開区間 0 1a,  b  で微分可能な関数

  f0 1x  について

　　
-f0 1b f0 1a
-b a

=f -0 1c ，a<c<b

 を満たす実数 c が存在する．

平均値の定理の１つの一般化にテイラーの定理がある．

 テイラーの定理

　n を自然数とする．区間 4 5a,  x  で n 回微分可能な実数値

 関数 f0 1x  について，

　f0 1x =f0 1a +
f -0 1a

1! 0x 1-a +
f --0 1a

2!
2

0 1-x a +

　　　　　　　　　　　　…+
( )-n 1f 0 1a

0 1-n 1 !
-n 1

0 1-x a + nR 0 1x

 によって nR 0 1x  を定義するとき，

　　 nR 0 1x =
( )nf 0 1c

n!
n

0 1-x a

 となる c が区間 0 1a,  x  において存在する．
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　この定理は大学数学における微分積分の基礎講座で必ず

学習する．テイラーの定理において，n=1，x=b とすれ

ば平均値の定理になる．よって，平均値の定理は大学数学

を学ぶにあたって非常に重要な公式といえる．今回は，そ

の出題傾向を調べた．

２　出題傾向

　過去５年間の解答に平均値の定理を用いる問題を出題し

た国公立大学をここに挙げる．

　２０１０年

　　滋賀医科大学（前期）

　　山口大学（理（数理科学），医 ! 医，前期）

　２００９年

　　滋賀医科大学（前期）

　　神戸大学（理系，前期）

 　　愛媛大学（医 ! 医，前期）

　２００８年

　　大分大学（医 ! 医，前期）

　　横浜市立大学（医 ! 医，前期）

　２００７年

　　岐阜大学（理系，前期）

　２００６年

　　山梨大学（医 ! 医，後期）

　　富山大学（理（数学），前期）

　　防衛医科大学校

　このように，平均値の定理を用いて解く問題は少なく，

毎年３校程度が出題するにとどまっている．それ以前にさ

かのぼっても傾向は変わりない．学部は，医学部や理学部

数学科を中心に出題される傾向があり，内容のほとんどは

不等式の証明である．中には「平均値の定理を用いて」と

いう言葉を入れている大学もあった．２００５年には東京

大学が出題したので，難関校，医学部，理学部数学科を希

望する受験生はぜひ押さえておきたい公式であろう．

３　入試問題例

　出題のパターンは大きく分けて３つである．

　①　f-0 1c =0 となる c の存在と一意性（ロールの定理）

　②　単に不等式の証明

　③　数列の極限を求めるために必要な不等式の証明

いずれも共通して言えることは２階導関数  ( f--0 1x  ) の符号

がはっきりしている問題が多いことである．①，②は１問

ずつ，③の問題は興味深いので数問挙げてみる．

Ⅰ　２００９年　神戸大学（理系，前期）

問題

　a，b は実数で a>b>0 とする．区間 0(x(1 で定義さ

れる関数 f0 1x  を次のように定める．

　　　　f 0 1x =log 0 1+ax b0 1-1 x -xloga- 01 1-x logb

ただし，log は自然対数を表す．このとき，以下のことを

示せ．

(1)　0<x<1 に対して f -- 0 1x <0  が成り立つ．

(2)　f - 0 1c =0  を満たす実数 c が，0<c<1  の範囲に

　ただ 1 つ存在する．

(3)　0(x(1 を満たす実数 x に対して，

　ax+b01 1-x ) xa -1 xb  が成り立つ．

解答　(2) のみ

(2)　関数 f 0 1x  は 0(x(1 で連続で，0<x<1 で微分可能

　であるから，平均値の定理により

　　　　　　
-f0 11 f 0 10

-1 0
=f - 0 1c ，0<c<1

　を満たす実数 c が存在する．

　ここで，f0 11 =f0 10 =0 であるから　f- 0 1c =0

　よって，f- 0 1c =0  を満たす c が 0<c<1の範囲に少なく

　とも 1 つ存在する．

　また，(1) より 0<x<1 のとき　 f-- 0 1x <0であるから，

　f- 0 1x  は単調に減少する．

　したがって，f - 0 1c =0  を満たす実数 c が 0<c<1の範囲

　にただ 1 つ存在する．w

　この問題の解答は区間 4 50,  1  において，平均値の定理を

用いて，f0 10 =f0 11  となることから定数 c の存在性を示し

f-0 1x  の単調性から c の一意性を示している．この問題は,

ロールの定理を知っていると c の存在性はすぐに確認でき

る．平均値の定理とあわせて覚えくべきであろう．同様の

問題が２００８年の横浜市立大学でも出題されている．
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Ⅱ　２００２年　大阪市立大学（理系，後期）

問題

　関数 y=f 0 1x  の第 2 次導関数 f-- 0 1x  の値が常に正とす

る．このとき，実数 a，b，t  0a<b，0(t 1(1  について，

不等式

　　　　f 0 1+0 1-1 t a tb (01 1-t f 0 1a +tf 0 1b

が成り立つことを示せ．また，等号が成り立つのは，

どのような場合か．

解答

　0<t<1 のとき，平均値の定理により　

　　　　　
-f 0 1+0 1-1 t a tb f 0 1a
-+0 1-1 t a tb a

=f - 0 11c

すなわち　
-f 0 1+0 1-1 t a tb f 0 1a

t0 1-b a
=f - 0 11c   …… ①

　　　　　 0ただし a< 1c <01 1-t a 1+tb

を満たす 1c  と，

　　　　　
-f 0 1b f0 1+0 1-1 t a tb

-b 6 7+0 1-1 t a tb
=f - 0 12c

すなわち　
-f 0 1b f0 1+0 1-1 t a tb

0 1-1 t 0 1-b a
=f - 0 12c  …… ②

　　　　　 0ただし  01 1-t a+tb< 2c 1<b  

を満たす 2c  が存在する．

仮定により，f- 0 1x  は単調に増加する．

　 1c < 2c  であるから　f- 0 11c <f - 0 12c

ゆえに，①，② から

　
-f0 1+0 1-1 t a tb f 0 1a

t0 1-b a
<

-f 0 1b f 0 1+0 1-1 t a tb

0 1-1 t 0 1-b a

よって　f0 1+0 1-1 t a tb <01 1-t f0 1a +tf 0 1b

また，t=0，t=1 のとき，等号が成り立つことは明らか

である．

したがって，与えられた不等式は成り立つ．w

　この解答は，２区間 4a,  01 1-t a 5+tb  ，401 1-t a 5+tb,  b  

においてそれぞれ平均値の定理を用いて，条件 f --0 1x >0 

より f-0 1x  の単調性を利用して不等式を証明している．２

つの区間に分けて考える発想は，不等式を見ればある程度

予測可能であるが，生徒たちにとっては難問である．

　そこで，この問題を図形的に考えてみる．

a bta+01 1-t b

A

B

C

D

　まず，条件 f--0 1x >0 より y=f0 1x  のグラフは下に凸で

ある．01 1-t a+tb は区間 4 5a,  b  を t : 01 1-t  に内分する点

である．点 A，B，C のそれぞれの座標は，

A 0 1a,  f0 1a ，B 0 1b ,  f0 1b ，C 001 1-t a+tb,  f001 1-t a 11+tb  

である．点 D は線分 AB を t : 01 1-t   に内分する点である

と考えられるから，

　　　　　D 001 1-t a+tb,  01 1-t f0 1a 1+tf0 1b  

となることが分かる．したがって，下に凸なグラフでは必

ず点 D が点 C の上側にあり，

　　　　　f 0 1+0 1-1 t a tb (01 1-t f 0 1a +tf 0 1b

となることがグラフを見ればよく分かる．このように不等

式の幾何学的な意味を示しておくと生徒は実感することが

でき，理解も少しは深まるのではないかと思われる．ちな

みに，この不等式は専門書では凸関数の定義として紹介さ

れていることがある．

　不等式の証明のみの問題は，２０１０年滋賀医科大学，

２００９年滋賀医科大学，２００７年岐阜大学などが出題

している．
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解答　(3)，(4) のみ

(3)　x=2，4 （詳細は省く）

(4)　(2)，(3) より na <2(a だから，平均値の定理より

　　　　
-f0 1a f0 1na

-a na
=f -0 1c   0 na <c 1<a

　をみたす c が存在する．f0 1a =a，f0 1na = +n 1a だから

　　　　 =
-a +n 1a

-a na
f -0 1c

= ･
1

2

c
22 log 2

< ･
1

2

a
22 log 2   0 1<8 c a より

　が成り立つ．また，
a
22 =a，a- na >0 より

　　　　a- +n 1a <
alog 2

2 0a 1- na 　w

Ⅲ　２００８年　大分大学（医 ! 医，前期）

問題

　f0 1x =
x
22  とし，数列 6 7na  を

　　　　 1a =1， +n 1a =f0 1na   0n 1=1,  2,  …

によって定める．

(1)　 na < +n 1a   0n 1=1,  2,  …

(2)　 na <2  0n 1=1,  2,  …

(3)　f0 1x =x をみたす x を求めよ．

(4)　f0 1a =a のとき

　　　　a- +n 1a <
alog 2

2 0a 1- na   0n 1=1,  2,  …

　が成り立つことを示せ．

(5)　
.n *

lim na  を求めよ．

　この問題は漸化式から特性方程式の解を求め，それを利

用して極限を求めるための不等式を誘導し，極限を求めさ

せる問題である．その不等式の証明に平均値の定理が必要

なのである． f-0 1x =
1

2
･

x
22 log 2  が増加関数であるため，

f--0 1x  の条件は無くてもよい．あとは特性方程式の解 a と

na <aの２条件が加わって，不等式を導くことができる。

Ⅳ　２０１０年　山口大学

　　（理（数理科学），医 ! 医，前期）

問題　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　次の初項と漸化式で定まる数列 6 7na  を考える．

　　　 1a =
1

2
， +n 1a =

- nae    0n= 11,  2,  3,  …

ここで，e は自然対数の底で，1<e<3 である．次の問い

に答えなさい．

(1)　すべての自然数 n について 
1

3
< na <1 が成り立つこ

　とを示しなさい．

(2)　方程式 x= -xe  はただ 1 つの実数解をもつことと，そ

　の解は 
1

3
 と 1 の間にあることを示しなさい．

(3)　関数 f0 1x = -xe  に平均値の定理を用いることによって

　次の不等式が成り立つことを示しなさい．

　　 
1

3
 と 1 との間の任意の実数 1x ， 2x  について，

　　　　 f0 12x -f0 11x (
-

1

3e 2x - 1x

(4)　数列 6 7na  は，方程式 x= -xe  の実数解に収束すること

　を示しなさい．

解答　(3) のみ

(3)　 1x ' 2x  のとき，平均値の定理から，

　　　　
-f0 12x f0 11x

-2x 1x
=f -0 1c

　つまり　f0 12x -f0 11x =f -0 1c 0 2x 1- 1x 　…… ①

　となる c が 1x  と 2x  の間に存在する． 1x ， 2x  は
1

3
 と 1 の

　間にあるので，

　　　　
1

3
<c<1　…… ②

　である．また， 1x = 2x  のときは c= 1x = 2x とすると①，

　②は成り立つので，いずれの場合も①，②をみたす c が

　存在する．よって，①の両辺の絶対値をとると

　　　　 =-f0 12x f0 11x f-0 1c -2x 1x

= -ce -2x 1x

(
- 1

3e -2x 1x   0 1 8 ②より

　が成り立つ．w
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　この問題は特性方程式の解 aが具体的に求まらないので

ある．ただ，存在範囲と一意性が確認できる．また， na の

値の範囲は誘導されているだけで，a との大小関係が分か

らないので困ったように見える．しかし，絶対値の性質を

うまく利用すれば a と na の大小関係がはっきりしていなく

ても不等式を導くことができる．一応，f -0 1x =- -xe  は増

加関数であるので，f--0 1xの条件は無くてもよいことも確認

しておきたい．

Ⅴ　２００９年　愛媛大学（医 ! 医，前期）

問題

　関数 f0 1x  は第 2 次導関数をもち，条件

　　(A)　f 0 10 >0，f0 11 =1

　　(B)　f- 0 10 >0，0<f - 0 11 <1

　　(C)　すべての実数 x に対して f -- 0 1x >0

をすべて満たすものとする．また，数列 6 7nx  を帰納的に

　　　　 1x =0， +n 1x =f0 1nx   (n=1，2，3，……)

で定める．

(1)　0(x<1 のとき

　　　　f0 10 (f0 1x <1，f- 0 10 (f - 0 1x <f -0 11

　であることを示せ．

(2)　すべての自然数 n に対して 0<1 - +n 1x <f - 0 11 01 1- nx  

　が成り立つことを示せ．

(3)　
.n *

lim nx =1 であることを示せ．

解答　(2) のみ

(2)　まず，すべての自然数 n に対して 0( nx <1    …… ①

　が成り立つことを数学的帰納法で証明する．

　[1]　n=1 のとき　 1x =0 であるから，① は成り立つ．

　[2]　n=k のとき ① が成り立つ，

　　すなわち　0( kx <1　…… ② と仮定する．

　　n=k+1  のとき +k 1x =f 0 1kx  であり，② と (1) から

　　　　f 0 10 (f0 1kx <1

f- 0 1x  は単調に増加し，c<1 であるから

　　　f- 0 1c <f - 0 11

　ゆえに　　
-f0 11 f0 1nx

-1 nx
<f - 0 11

　1- nx >0 であるから　　f0 11 -f0 1nx <f- 0 11 01 1- nx

　f0 11 =1，f0 1nx = +n 1x  であるから

　　　1- +n 1x <f - 0 11 01 1- nx

　また，0( +n 1x <1 であるから　　1- +n 1x >0

　したがって，すべての自然数 n に対して

　　　0<1- +n 1x <f - 0 11 01 1- nx

　が成り立つ．w

　　f 0 10 >0 であるから　　 0< +k 1x <1

　　よって，n=k+1  のときにも ① は成り立つ．

　　[1]，[2] により，① はすべての自然数 n について成り

　立つ．ここで，f 0 1x  は第 2 次導関数をもつことから，

　0(x(1 で連続で，0<x<1 で微分可能である．

　0( nx <1  であるから，平均値の定理により

　　　　　　
-f 0 11 f0 1nx

-1 nx
=f - 0 1c ， nx <c<1  

　を満たす実数 c が存在する．

この問題は条件 (A) によって特性方程式の解  a=1 が示

されているのに気づくべきである．f- 0 10 (f - 0 1x <f -0 11

は 0(x<1 のおいてのみ保証されているので， 0( nx <1 

を確認する必要がある．それによって平均値の定理から不

等式を導くことができる．f0 1x  の具体的な関数は与えられ

ていないが，①特性方程式の解 a，②f-0 1x の単調性（また

は範囲），③  ②の条件が保証される nx  の範囲あれば極限

を求めるための不等式を導くことができるのである．

Ⅵ　２００５年　東京大学（理系，前期）

問題

　関数 f 0 1x  を f0 1x =
1

2
x61 7+ -2( )-x 1e  とする．ただし，e は

自然対数の底である．

(1)　x>
1

2
 ならば 0(f - 0 1x <

1

2
 であることを示せ．

(2)　 0x  を正の数とするとき，数列 6 7nx   (n=0，1，……) を

　 +n 1x =f0 1nx  によって定める． 0x >
1

2
 であれば，

　
.n *

lim nx =1 であることを示せ．

解答　(2) のみ

(2)　[1]　 0x =1 のとき

　　f0 11 =1 であるから　　 nx =1

　　ゆえに　　
.n *

lim nx =1
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　　[2]　
1

2
< 0x <1，1< 0x  のとき

　　(1) から，x>
1

2
 において f0 1x  は単調に増加する関数

　　であるから

　　　　　　　f 0 1x >f 8 9
1

2
=

+1 e
4

>
1

2
  …… ①

　　ゆえに　　 nx >
1

2

　　x'1  のとき f0 1x '1  であるから　　 nx '1

　　よって，平均値の定理より

　　　　
-f0 1nx f0 11

-nx 1
=f -0 1c   …… ②

　　となる c が 1 と nx  の間に存在する．

　　①より c>
1

2
 であるから

　　(1) より　　0(f -0 1c <
1

2

　　②と +n 1x =f0 1nx から

　　　　 =-+n 1x 1 f -0 1c  0 1-nx 1

<
1

2
-nx 1

　　+ 0< nx -1 <
n

8 9
1

2 0x -1

　　n *のとき　
n

8 9
1

2 0x -1 . 0

 　  よって，はさみうちの原理により

　　　　　　
.n *

lim =nx 1

　この問題は
.n *

lim =nx 1から，特性方程式の解が a=1であ

ることが分かる．実際 f0 11 =1 となることで確認できる．

あとは 0(f-0 1x <1 が保証されるのは x>
1

2
 であるから，

nx >
1

2
を確認すれば平均値の定理を用いて極限を求めるた

めの不等式を示すことができる．しかし，初項が定まって

いないため， 0x =1 とそれ以外に場合分けする必要がある.

さらに， nx と a の大小関係がはっきりしないので，絶対値

を用いることになる．

４　まとめ

　主に，出題パターンの③について考察してみたが，平均

値の定理を用いて極限を求めるための不等式を導くために

は，次の３つの条件が必要である．

　①　特性方程式の解

　②　f-0 1x  の単調性または値の範囲

　③　②が保証される x の範囲に一般項が含まれる

不等式を証明する前の小問で誘導する問題がほとんどであ

る．しかし，問題の流れをしっかりと把握する必要がある

ので，この３条件は目安として知っておく必要がある．

　平均値の定理と数列の極限を結びつけた問題は非常に興

味深く，分析をすることで勉強になることが多かったよう

に思える．生徒に指導する機会はなかなか無い分野ではあ

るが，機会あればこの研究を積極的に活用したい．
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