
1　はじめに　

　積分法の導入をするとき，いつも考えることがある。

それは，高校で使用している教科書の学習内容の順序

が，不定積分 定積分 面積 区分求積法となってい

ることである。これは，歴史的に積分法が成立 発展

してきた順序とは異なっている。本来なら，ある図形

の面積を求めていく手法を考えていく中で定積分の考

えを導き，生徒たちに学習していることへの動機付け

を与えていくことが導入時の理想である。しかしなが

ら，私自身も面積のような極限を用いた概念を必要と

する指導ではなく，「微分の逆計算＝不定積分」とい

った導入をしたり，面積との関係性は後で学習しても

違和感はないだろうと思ってしまったりすることが多

いのが現状である。

　本研究では，積分法に関する大学入試の過去問の中

で，図形の面積に着目した不等式の解法を研究してい

くことにする。実際，定積分と面積の関連性は，不等

式問題などで多く取り上げられる内容である。複雑な

式変形や計算が必要な解法の中で，グラフや図形を用

いた視覚的イメージがもてた方が理解しやすくなり，

学習意欲が上がることも予想される。そこで，定積分

と面積の関連性および微分法と積分法の関連性に着目

しながら種々の不等式の解法パターンを分析し，今後

の指導に役立てていきたいと思い，この研究テーマを

設定した。

２　定積分の定義

　関数 の定義域内にある閉区間 ， を

個の点 ， ，…， によって，幅が …

の小区間に分ける。この小区間のおのおのに任意

に つずつ点 をとり， における関数の値に対応す

る区間の幅 を掛けたものの総和

　 …… 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……

を作る。ここで， を大きくして の最大値 と

なるようにさえすれば，どのような分割の仕方から出

発し，各小区間から をどのように選ぼうとも は

一定の値に収束することがある。

　このとき，関数 は区間 ， で積分可能であ

るといい，この極限値を

　 と表

し，関数 の から までの定積分と定義する。

３　大学入試問題の分析

　＜２０１４　北海道大学　後期　理 工学部＞

　 すべての正の実数 に対して不等式

　　 が成立するような実数 のうちで最大となるも

のを求めよ。

　 　定積分 を求めよ。

　 　円周率 と の大小を判定せよ。

　　　ただし，　 は の自然対数とする。

　【解法の分析】

　 であるから　

　　

よって，すべての正の実数 に対して， が

成り立つような実数 のうちで最大となるものを求め

ればよい。

　解法 …相加平均と相乗平均の大小関係の利用

　 ， だから，　 ･ 　

　等号が成立は， かつ ，すなわち の

　ときで求める の値は　　

　解法 …関数の最小値を利用

… …　関数

　の増減を調べると，

　のとき最小値 をとるこ

　とがわかる。

　　

　置換積分法によって計算をする。

とおくと　

･

　　　　 ･
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　 ， の結果から定積分と面積の関係性を利用し

て不等式の証明につなげていけばよい。なお，下の解

答の①は，グラフや面積を利用するとわかりやすい。

　　＜定積分と不等関係＞

　区間 ， で， ， がともに連続であるとき

　 　ならば　

　等号は，常に であるときに限り成り立

　つ。

の結果より，等号は常には成り立たないから

　　 ……①

から　 ･

また　

　

　

　よって， 　　　　

　すなわち　

　＜２０１５　九州大学　前期　理科系学部＞

　 　関数 は において単調に減少

　　することを示せ。

　 　不定積分 を求めよ。

　 　 を 以上の整数とするとき，

　　不等式 が成り立つことを　

　　示せ。

　【解法の分析】

　導関数 の符号を調べ，区間 において

を示す。商の微分公式を用いて計算がきちんとできる

かどうかを問う問題である。

･ ･

のとき， であるから　

　

よって， において　　

ゆえに， は において単調に減少す

る。

　置換積分法の公式

･ を用いて計算を

する。

　

　　　　　　　 は積分定数

　 の証明を， から示すパターン

から， は において単調に減少す

るので，左辺にある和の極限の式は，下の図の斜線部

分の面積の和に等しくなる。これを利用して不等式

　 　……①　を導く。

から　

　　　　　　　　　　

より， であるから　

よって，①から　　

　＜２０１０　東京大学　前期　理系＞

　 　すべての自然数 に対して，次の不等式を示せ。

　　　

　 　 であるようなすべての自然数 と に対

　　して，次の不等式を示せ。

　　

　 解法 …定積分の不等関係を用いて証明する。

　 であるから， において　　

　　

　よって　　



ここで　

　　　　

ゆえに　

解法 …面積を利用して証明する。

のグラフは ，

を漸近線にもつ双曲線

である。したがって，

において，減少関数で，グラフ

は下に凸である。この双曲線上

の点 ， における接線

を考えると右の図のようになる。

したがって

　△ の面積 ＜ ＜ △ の面積

よって　

　この問いも面積を用いた

解法が視覚的にも理解しやす

いと考えられる。 のグ

ラフ上で， 座標が ，

である点を考え，それぞれ　

， とおく。

　 ， ， ，

また，点 ， を ， の における接

線と直線 の交点を とする。このとき，

△ の面積を ，曲線 と直線 ，

で囲まれる部分の面積を ，△

の面積を とすると　

　　　　　　　　　 ＜ ＜

この面積の大小関係から，不等式

　 　

が導かれる。 であるから

　

各辺について， ， ，……， における値

の和を考える。

　

　　　

　　　　　　　　　　　

　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　

　

……

したがって　　

　

　＜２０１５　富山大学　前期　医 薬学部＞　

　 　関数 は区間 ， で連続であり，区間　

　　 ， で第 次導関数 をもつとする。さら

　　に，区間 ， で が成り立つとする。

　　 を 点 ， ， ， を通る直線

　　の方程式とするとき，区間 ， で常に

　　 であることを示せ。

　 　 を 以上の自然数とするとき， ， ，……，

　　 について

　　　

　　が成り立つことを示せ。

　 　 を 以上の自然数とするとき，次の不等式が

　　成り立つことを示せ。

　　　　　

　【解法の分析】

　

とおくと

　　

区間 ， で

すなわち であるから，

は単調に減少する。

は区間 ， で連続であり，区間 ， で微分



可能であるから，平均値の定理より，

… …

極大

　 ， 　を満たす実数 が

存在する。

この に対して　

　

区間 ， において

は単調に減少するから，

における の増減表は右のようになる。

したがって，区間 ， で常に　　

ゆえに　　

　 とおくと　 ，

よって， で が成り立つ。

ここから， の結果から，

， ， とすると，

区間 ， で　

のとき，右図で示した

ように， は右の

図の斜線部分の台形の面積

になるから

…①

･ 　　　　　　　　

　　　　　 …②

のとき， は底辺の長さが ，高さが

の三角形の面積になるので　

･ ･

よって，②は のときも成り立つから

　が証明できる。

　 で証明した不等式の真数部分に着目し，解き方

の見通しが立てられるかどうかがポイントである。特

に，Σ記号と対数の性質を利用した式変形は普段の問

題演習でも扱うことはあるが，定着度があまりよくな

い部分である。変形過程の途中式もできるだけ省略せ

ず，丁寧な解答を作成するようにしっかり時間をかけ

て指導をする必要がある。

から　　

　

すなわち　

　 　……③

ここで　

　 ……

　　　　　

同様に考えて　　

･ 　

　　　　

　　　　

　　　　　　　　　　　　

よって，③から　　

　

すなわち　　

　＜対数関数の性質＞

　　関数 について

　　　 のとき， 　 　

　 のとき， 　 　

　対数の性質から，底 は より大きいので　

　　

　次の問題は，定積分と不等式に関する問題であるが，

柔軟な思考力 発想力が問われる問題である。

　＜２０１４　大阪大学　前期　理系学部＞

　　　 の整数部分を求めよ。

　【解法の分析】

直接面積を求めさせる問題ではないが，関数

のグラフの概形をつかみ， 記号から下図に示したよ

うな有限個の四角形の面積和という発想が出てくれば

考えやすい問題である。

　 …… は，

次の図の斜線部分の面積の和に等しい。

…



上図から ……

…①

また，下図から　

　 ……

…

…②

①，②から　　

したがって， の整数部分は　 　　

　次に，定積分によって無限級数の和を求める問題を

いくつか取り上げてみた。

　＜２０１６　三重大学　前期　医学部　医学科＞

　 を自然数とし、

　 ， 　 ， ，…… を平面

　上の 個の点とする。

　ただし， は の自然対数である。

　 　 ， ，……， のとき，点 と点 との

　　距離に対して　

　

　 を示せ。

　 　 としたとき， を求めよ。

　【解法の分析】

　 点間の距離の公式を用いて計算をしていく。

このとき，証明したい不等式に含まれる を式変形の

中で作れるかが前半の鍵となる。

後半は，関数 を設定し，平均値の定

理を利用していかなければならないため，かなり難易

度の高い問題である。

　　＜平均値の定理＞

　関数 が閉区間 ， で連続，開区間 ， で

　微分可能ならば

　　　 　

　を満たす実数 が存在する。

， ，……， のとき

，

， 　

ここで， とおくと，

平均値の定理より　

　

を満たす定数 が存在する。

よって，

　

ゆえに，

　 で証明する不等式に含まれる ， および

で問われている和の極限の形から区分求積法を利用す

ればよいことは予測しやすいと思われる。しかし，そ

の後の置換積分法を 回用いた定積分の計算が複雑で

あること，さらに，はさみうちの原理を使って証明を

行うことを考えると，演習不足の生徒にとっては完答

は難しいかもしれない。



　　＜区分求積法＞

　関数 が閉区間 ， で連続かつ常に

　 とし，さらに，閉区間 ， を 等分し

　て，その両端と分点を順に

　 ， ， ，……， とする。

　 とおくと， となるので

　 …①

　が成り立つ。 ， とすると，

　 ， となるので

　 …②

　が導かれる。

　　＜定積分による無限級数の和の求め方＞

① 級数の第 部分和を でくくる。

② または の形に変形する。

③ を に変えた関数 を から まで積分す

　　る。

　 より

　 　　　　　

　　　　　　　　　　　

ここで，

　　　 　　　　　　　

　　　

よって， とおくと，

より　 とおくと

　

･ 　　　

　　　　　　　　　　　　　

さらに， とおくと　

より　

より　

よって，

　



　最後に，級数の和の考え方や区分求積法による計算

と確率の融合問題を紹介する。

　＜２０１３　横浜市立大　前期　国際総合科学部＞

　 個のボールと， から までの番号がふられた

個の空の箱がある。また， から の番号が書かれ

た 枚のカードが袋の中に入っている。いま，以下

の手順に従いボールを箱の中に入れていくことを考え

る。

　手順 　袋からカードを 枚無作為に取り出して，

　　　 手順 に進む。

　手順 　手順 で取り出したカードに書かれている

　　　 番号の箱が，空ならばそこにボールを 個入

　　　 れて，手順 へ進む。空でなければカードを

　　　 元に戻さず手元に置き，手順 に戻る。　

　手順 　手元のすべてのカードを袋に戻す。この時

　　　 点で，すべての箱にボールが入っていれば終

　　　 了する。空の箱が つでもあれば，手順 に戻

　　　 る。

また， を満たす自然数 について， 個

目のボールを箱に入れ終わった状態 ただし， の

ときは，はじめの状態とする の後に，

　 次のボール，すなわち 個目のボールを箱に入れ

るまでにちょうど 枚のカードを袋から取り出す確

率を とし，

枚のカードを袋から取り出してもまだ次のボー

ルを箱に入れることができない確率を とする。

ただし， とする。

このとき，以下の問いに答えよ。

　 　 のとき， ， ， をそれぞれ

　　求めよ。

　 　 を ， ，……， を

　　用いて表せ。ただし， とする。

　 　 個目のボールを箱に入れてから 個目のボ

　　ールを箱に入れるまでに袋から取り出すカードの

　　枚数の期待値 は

　　　 ……

　　であることを示せ。

　 　不等式 が成り立つことを示せ。

　 　不等式 …… が成り

　　立つことを示せ。

　【解法の分析】

　省略　　

　省略　　

　省略　

　数学的帰納法で解く（詳細は省略）

　 より， であるから

…… ……

　　　　　　　　　　 ……

　　　　　　　　　　 …… …③

右の図から　

…

　 ……

　　　

であるから

　 ……

よって，③から

　　 ……

＊期待値は，現在の教科書の中では研究 発展的内容

に含まれているため、取り扱う際には注意が必要であ

る。



　＜２０１６　大阪市立大学　前期　理 医 工学部＞

　　 を正の整数とし， を 以上 以下の整数とす

　る。袋 から袋 まで，外見では区別のつかない袋

　が 袋ある。 ， ，……， について，袋 の

　中には，赤球が 個，白球が 個入っているも

　のとする。袋を つ選んだ後、その選んだ袋につい

　て次の操作を 回繰り返して行うことにする。

（操作）袋から球を 個取り出し，色を確認してその

　　　　袋に戻す。

　赤球をちょうど 回取り出す確率を とすると

　き，次の問いに答えよ。

　 　 を求めよ。

　 　 を求めよ。

　 　 ， ， ，……， について，

　　 を示せ。

　【解法の分析】

　袋 を選んだ後，操作を 回繰り返し行ったとき

　赤球をちょうど 回取り出す確率は　

　　 ･

よって， ， ･

　 ， ･

　　　　　　　　　

　　　　　　区分求積法の計算を利用している

　 ，

部分積分法

･

，

４　おわりに

　不等式の解法においては，グラフや面積等を利用で

きるときはそれらを上手く活用し，わかりやすく問題

の置き換えができるかどうかが非常に大切である。特

に，微分法と積分法の内容は つの大問の中で取り扱

われることが多いため，生徒を指導する際に，微分積

分の相互関係もしっかり理解させておくことが重要に

なってくる。さらに，最近では「場合の数 確率」と

「数列の極限」「無限級数」などのような融合問題も

増加傾向にあり，問題をあらゆる角度から分析する力

も要求されるようになってきている。小手先だけの理

解ではなく，本当の意味での数学力を身につけさせる

ため，基礎基本の徹底はもちろん，定義 定理 公式の

意味やつながりをしっかり理解させながら，論証力 総

合的洞察力を養っていく指導を心掛けていきたい。
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